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ПЕРЕДМОВА 

Запропоновані методичні вказівки призначаються для самостійного ви-
вчення студентами будь - якої спеціальності трьох тем з аналітичної геометрії в 
просторі: "Площина", "Пряма в просторі" та "Пряма та площина". У цьому ме-
тодичному посібнику подається весь теоретичний матеріал із вказаних тем: ви-
значення, вивід формул та рівнянь. Тому він може використовуватись як конс-
пект лекций при підготовці до іспиту. З усіх тем наведено багато прикладів, ро-
зглянуто розв'язки типових задач. Приведені задачі для самостійного розв'язу-
вання з вказівками. 

 
1. ПЛОЩИНА 

 
1.1. Рівняння поверхні 

Рівняння F(х, у) = 0 взагалі визначає деяку лінію на площині, тобто мно-
жину всіх точок на площині Оху, координати яких х та у задовольняють цьому 
рівнянню. Подібно цьому рівняння 

                                             F(х, у, z) = 0                                                  (1) 
взагалі задає в просторі Охуz деяку поверхню, тобто множину всіх точок, коор-
динати яких х, у, z задовольняють це рівняння. Рівняння (1) називають рівнян-
ням цієї поверхні, а  х, у, z – її змінними координатами. 

    Однак іноді поверхня задається не рівнянням, а як множина точок з ти-
ми чи іншими властивостями. У цьому випадку треба знайти рівняння поверхні 
виходячи з її геометричних властивостей. 

    Приклад. Знайти рівняння кульової поверхні (сфери) з радіусом R і з 
центром в точці ).,,( 1111 zyxO  

    Розв'язання. Згідно з визначенням сфери відстань між будь-якою її то-
чкою М (х, у,z) і центром  ),,( 1111 zyxO  дорівнює радіусу R , тобто .1 RMO = , 

але  .)()()( 2
1

2
1

2
11 zzyyxxMO −+−+−=  Тому  Rzzyyxx =−+−+− 2

1
2

1
2

1 )()()(    або  

.)()()( 22
1

2
1

2
1 Rzzyyxx =−+−+−                                     (2) 

Ми одержали рівняня сфери, бо йому задовольняють координати точок, 
які знаходяться на цій сфері. Зокрема, якщо центр сфери співпадає з початком 
координат, то рівняння сфери (2) матиме такий виглядҐ: .2222 Rzyx =++                                                  

Відповідь.  .)()()( 22
1

2
1

2
1 Rzzyyxx =−+−+−  

 
1.2. Нормальний вектор площини. Рівняння площини, що проходить 

через задану точку 

    Розглянемо в просторі площину Q. Її знаходження повністю визна-
читься заданням вектора N , перпендикулярного до цієї площини, та деякої' фі-
ксованої точки  ),,( 1111 zyxM  що знаходиться в площині Q.  
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Вектор N , перпендикулярний до площини Q, називається нормаль-
ним вектором цієї площини.  
Якщо   позначити   буквами  А, В, С  проекції нормального вектора  N ,  то 

 .kCjBiAN ++=                                                   (3) 
    Виведемо рівняння площини Q, яка проходить через задану точку 

),,( 1111 zyxM  і має даний нормальний вектор (3). Для цього розглянемо век-
тор  MM1 , який з'єднує точку ),,( 1111 zyxM  з будь-якою точкою М(х, у, z) 
в площині Q ( рис. 1 ). 

 

Де б не знаходилася точка М на площині Q, вектор MM1  перпендику-
лярний вектору N  на площині Q. Тому скалярний добуток .01 =⋅ NMM          
Запишемо скалярний добуток через проекції: 

),()()( 1111 zzCyyBxxANMM −+−+−=⋅  
.0)()()( 111 =−+−+− zzCyyBxxA                                     (4) 

Ми засвідчилили, що координати будь-якої точки М(х, у, z) на площині 
Q задовольняють рівнянню (4). Ясно, що координати тих точок, що не нале-
жать площині Q, цьому рівнянню не задовольняють (в цьому випадку 

01 ≠⋅ NMM ). Отже, ми отримали шукане рівняння площини Q. 
Рівняння (4) називається рівнянням площини, що проходить через задану 

точку ),,( 1111 zyxM  перпендикулярно вектору N  і є першого ступеня відно-
сно змінних координат х, у, z. 

Таким чином, бачимо, що будь-якій площині відповідає рівняння першо-
го ступеня відносно змінних координат. 

Приклад 1.  Написати рівняння площини, яка проходить через точку            
М (1, –2, 3) перпендикулярно вектору .42 kiN +=  

Розв'язання. Згідно з (3) А = 2, В = 0, С = 4. Із формули (4) виходить           
2(x – 1) + 0(y + 2) +4(z – 3) = 0, або x + 2z – 7 = 0. 

Відповідь.  x + 2z – 7 = 0. 
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Надаючи коефіцієнтам А, В та С у рівнянні (4) різні значення, ми може-
мо отримати рівняння будь-якої площини, що проходить через точку 

).,,( 1111 zyxM  Сукупність площин, які проходять через дану точку, назива-
ється в'язкою площин. Рівняння (4), в якому коефіцієнти А, В та С можуть 
приймати будь - яке значення, називається рівнянням в'язки площин. 

Приклад 2. Скласти рівняння площини, що проходить через точки 
)1,0,1(),3,1,2(),0,1,1( 321 −−− MMM  ( рис. 2 ). 

 
Розв'язання.  Скористаемося рівняннем площини, яка проходить через 

точку ),,( 111 zyx  перпендикулярно нормальному вектору ),,( CBAN : 
.0)()()( 111 =−+−+− zzCyyBxxA  

За нормальний вектор N приймемо  

=
−

⋅+
−

−
⋅−

−
⋅=

−
−=×=

12
21

12
31

11
32

112
3213121 kji

kji
MMMMN  

.555 kji ++=  Тоді )5,5,5(N  і рівняння шуканої площини має вигляд: 
.0;05)1(5)1(5 =++=+++− zyxzyx  

Відповідь.  .0=++ zyx  

Завдання до самостійної роботи 

1. Скласти рівняння площини, яка проходить через точку )1,1,2(0 −M і 

має нормальний вектор }{ .3,2,1 −=N


  
Відповідь.  x – 2y + 3z + 3 = 0. 

2. Точка )1,1,2(0 −−M  - основа перпендикуляра, який опущений з поча-
тку координат на площину. Скласти рівняння цієї площини. 

Відповідь.  2x – y – z – 6 = 0. 
3. Дано дві точки )2,1,3(1 −M  та ).1,2,4(2 −−M  Скласти рівняння пло-

щини, яка проходить через точку 1M  перпендикулярно вектору 21MM . 
Відповідь.  x – y – 3z + 2 = 0. 
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4. Cкласти рівняння площини, яка проходить через точку )1,1,1(0M  па-

ралельно векторам  ).1,0,1(),2,1,0( 21 −aa  
Відповідь.  x – 2y + z  = 0. 

5. Cкласти рівняння площини, яка проходить через точки )0,2,1(1M  та 
)1,1,2(2M  паралельно вектору ).1,0,3(a  

Відповідь.  х – 2y – 3z + 3 = 0. 

1.3. Загальне рівняння площини 

У рівнянні площини (4), яка проходить через дану точку, розкриємо дуж-
ки та приведемо його до вигляду 

Ах + Ву + Сz + D = 0,                                        (5) 
де .111 CzByAxD −−−=  
Рівняння (5) називається загальним рівнянням площини. Це рівняння 

площини з нормальним вектором ),,,( CBAN  тобто, коефіцієнти при змінних 
х, у, z  – це проекції нормального вектора цієї площини відповідно на осі Ох, 
Оу, Оz. 

Рівняння (5) зручне для дослідження площини, яку воно описує. 
Розглянемо випадки. 

1. У рівнянні (5) відсутній вільний член (D = 0) і воно має вигляд  
Ах + Ву + Сz = 0. 

    Ясно, що площина проходить через початок координат, оскільки коор-
динати початку О( 0,0,0 ) задовольняють цьому рівнянню. 

2. У рівнянні відсутня змінна  х , тобто  А = 0, і воно має вигляд  
Ву + Сz + D = 0. 

Це рівняння площини з нормальним вектором ),,,0( CBN  проекція яко-
го на вісь Ох дорівнює 0. Це означає, що вектор ),,0( CBN перпендикулярний 
до осі Ох, а площина – паралельна осі Ох. 

Аналогічно рівняння Ах + Сz + D = 0 (В = 0, відсутня змінна у) задає 
площину, паралельну осі Оу, а рівняння Ах + Ву + D = 0 (С = 0, відсутня 
змінна z) – площину, паралельнуосі Оz.  

 3. У рівнянні площини (5) А = 0, D = 0. Рівняння Ву + Сz = 0 задає 
площину, яка паралельна осі Ох (А = 0) та проходить через початок координат, 
тобто вона включає в себе вісь Ох. 

Аналогічно  Ах + Сz  = 0 (В = 0, D = 0) – рівняння площини, якій на-
лежить вісь Оу, а Ах + Ву = 0 (С = 0, D = 0) – рівняння площини, на якій 
знаходиться вісь Oz.  

4. У рівнянні площини (5)  А = 0, В = 0  та  D = 0. Рівняння має вигляд 
Сz = 0, z = 0. 
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Це рівняння площини, яка паралельна осям Ох та Оу (бо А = 0 та В = 0), 
тобто паралельна площині Оху. І ця площина включає в себе точку О(0, 0, 0), 
отже це - сама координатна площина Оху. Таким чином, рівняння координатної 
площини Оху:   z = 0. Аналогічно: Охz  у = 0; Оуz  х = 0 (рис. З). 

 
    Приклад 1. Скласти рівняння площини, яка проходить через точки 

)2,1,3()3,1,2( 21 та MM −  паралельно вектору )4,1,3( −a . 
    Розв’язання. Скористаемося рівняннем площини, яка проходить через 

точку ),,( 1111 zyxM  перпендикулярно нормальному вектору ),,( CBAN : 
.0)()()( 111 =−+−+− zzCyyBxxA  

За нормальний вектор N приймемо  

=
−

⋅+
−

⋅−
−

−
⋅=

−
−=×=

21
13

11
43

12
41

121
41321 kji
kji

MMaN  

.777 kji ++−=      

Отже, )7,7,7(−N  і рівняння шуканої площини має вигляд 
.0,0)3(7)1(7)2(7 =++−=−+++−− zyxzyx  

Відповідь.  .0=++− zyx  

Приклад 2. Скласти рівняння площини, що проходить через точку                 
М (3,-5,4) паралельно площини Oxy. 

Розв’язання. Оскільки площина паралельна площині Oxy, то в загально-
му рівнянні площини коефіцієнти А та В дорівнюють 0, тобто  Cz + D = 0, 

0=+
C
Dz  або z + m = 0,  де .

C
Dm =   

Ка
фе
др
а в
ыс
ше
й м
ат
ем
ат
ик
и 

mate
m.or

g.u
a



 8 

Якщо площина проходить через точку М (3,–5,4), то координати точки 
задовольняють рівнянню площини.  z + m = 0,  4 + m = 0, m = – 4. Рівняня 
шуканої площини z – 4 = 0. 

Відповідь.  z – 4 = 0. 
Приклад 3. Скласти рівняння площини, що проходить через вісь Oz і то-

чку М (2,– 3, –2). 
Розв’язання. Рівняння шуканої площини має вигляд: Ax + By = 0, але то-

чка М (2,–3,–2) належить площині, тому 2A – 3B = 0,  .
2

3BA =  Тоді  

.023,0
2
3,0

2
3

=+=+=+ yxyxByxB
 

Відповідь.  3x + 2y = 0. 

Завдання до самостійної роботи 

1. Скласти рівняння площини, що проходить через точку М (–5,2,–1) 
паралельно площині Oyz. 

Відповідь.  x + 5 = 0. 
2. Скласти рівняння площини, що проходить через вісь Ox і точку              

М  (4,–1,2). 
Відповідь.  2y + z = 0. 

3. Скласти рівняння площини, що проходить через точки )3,2,7(1 −M  і 
)4,6,5(2 −M  паралельно осі Ox. 

Відповідь.  y + 4z + 10 = 0. 

1.4. Побудова площини за її рівнянням 

Знаючи рівняння площини, легко побудувати саму площину. Для цього 
досить знайти три будь-які її точки, які б не знаходилися на одній прямій. Щоб 
знайти яку-небудь точку на площині Ах + Ву + Сz + D = 0, досить задати до-
вільне значення двох ії координат, а третю знайти з рівняння площини. Зручні-
ше всього знаходити точки перетину площини осями координат. 

Приклад 1. Побудувати площину 2х + 3у + 6z – 6 = 0. 
Розв'язання. Знайдемо точки перетину площини осями координат. Для 

того, щоб знайти точку перетину площини віссю Ох, треба в рівнянні площини 
прийняти у = 0 та z = 0 (так як у = z = 0 для будь-якої точки осі Ох). 

Отже,  х = 3. Маємо точку А(3, 0, 0). Аналогічно, прийнявши х = 0 та    
у = 0, знаходимо аплікату точки перетину площини віссю Оz: 6z – 6 = 0, звід-
ки  z = 1. Маємо точку B(0, 0, 1). Нарешті, при х = z = 0 знаходимо у = 2. 
Маємо точку C(0, 2, 0). Отже, дана площина 2х + 3у + 6z – 6 = 0 проходить 
через точки  А(3, 0, 0), B(0, 0, 1), C(0, 2, 0) (рис. 4). 
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Приклад 2. Побудувати площину 2х + 5у – 10 = 0. 
Розв'язання. Нормальний вектор )0,5,2(N  перпендикулярний до осі 

Оz, тому шукана площина паралельна цій осі. Для побудови площини досить 
знайти точки перетину її осями Ох та Оу.  

Нехай х = 0, отже, у = 2. Маємо точку A (0, 2, 0). Нехай у = 0, отже,        
х = 5. Маємо точку В (5, 0, 0). Площина проходить через точки A (0, 2, 0), В 
(5, 0, 0), паралельно осі Oz ( рис.5 ). 

 
 

1.5. Кут між площинами. Умови паралельності та  
перпендикулярності двох площин 

Розглянемо дві площини 1Q та 2Q , які задані відповідно рівняннями 
0: 11111 =+++ DzCyBxAQ  та .0: 22222 =+++ DzCyBxAQ  Кутом 

між двома площинами будемо вважати один із двограних кутів між цими пло-
щинами (рис. 6).  

Кут ϕ  між нормальними векторами 1N  та 2N площин 1Q та 2Q  дорів-
нює одному із вказаних суміжних двограних кутів. 
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Тому .cos
21

21

NN
NN

⋅

⋅
=ϕ   ,1111 kCjBiAN ++=   .2222 kCjBiAN ++=    

або             .cos
2

2
2

2
2

2
2

1
2

1
2

1

212121

CBACBA

CCBBAA

++⋅++

++
=ϕ                            (6)   

Приклад 1. Знайти кут між площинами x + 2y – 3z = 0 та 2x + 3y + z = 0. 
Розв'язання. ,321 kjiN −+=  .322 kjiN ++=  Із формули (6) маємо 

.
14
5

132)3(21

1)3(3221cos
222222

=
++⋅−++

⋅−+⋅+⋅
=ϕ  

Відповідь. .
14
5cos ==ϕ  

Умови паралельності та перпендикулярності двох площин 

    Дві площини 1Q та 2Q : 
а) паралельні тоді і тільки тоді, коли їх нормальні вектори колінеарні, 

тобто  ;21 NN  
б) перпендикулярні одна до одної тоді і тільки тоді, коли їх нормальні ве-

ктори перпендикулярні, тобто .021 =⋅ NN  
Приклад 2. Скласти рівняння площини, яка проходить через точку 

)4,1,2(1 −M  паралельно площині 3x + 2y – 7z + 8 = 0. 
Розв'язання. Сористаемося рівняннем площини, яка проходить через то-

чку ),,( 1111 zyxM  перпендикулярно нормальному вектору ),,( CBAN , 

.0)()()( 111 =−+−+− zzCyyBxxA  У ролі нормального вектора N візь-
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мемо нормальний вектор площини  3x + 2y – 7z + 8 = 0. Тоді ).7,2,3( −N  
Рівняння шуканої площини має вигляд ,0)4(7)1(2)2(3 =−−−++ zyx  або 

.032723 =+−+ zyx  
Відповідь.  .032723 =+−+ zyx  
Приклад 3. Через точку )6,3,2(1 −M  провести площину, пер-

пендикулярну до площин 2х + Зу – 2z – 4 = 0 та 3х + 5у + z = 0 (рис. 7). 

 
Розв'язання. Скористаємося рівнянням площини, яка проходить через 

точку ),,( 1111 zyxM  перпендикулярно нормальному вектору ),,( CBAN , 
.0)()()( 111 =−+−+− zzCyyBxxA  Нормальний вектор площини             

2х + 3у – 2z – 4 = 0 має вигляд )2,3,2(1 −N , а нормальний вектор площини  
3х + 5у + z = 0 – ).1,5,3(2N  

За нормальний вектор N шуканої площини приймемо  

.813
53
32

13
22

15
23

153
23221 kjikji

kji
NNN +−=⋅+

−
⋅−

−
⋅=−=×=

 
Тоді ).1,8,13( −N  Рівняння шуканої площини має вигляд: 

0)6()3(8)2(13 =−+−−+ zyx   або  .044813 =++− zyx  
Відповідь.  .044813 =++− zyx  
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Завдання до самостійної роботи 

1. Обчислити кут між площинами 012 =+++ zyx  та 
.032 =+−+ zyx  

Відповідь.  .3/πϕ =  
2. Встановити, які з наведених площин паралельні і які перпендикулярні: 
а) 3x + y – 5z – 12 = 0,  2x + 6y – 3 = 0, 
b) 5x + 2y – 3z – 5 = 0, 10x + 4y – 6z + 5 = 0, 
c) 3x – y + 2z + 15 = 0, 5x + 9y – 3z – 1 = 0. 

Відповідь. b) паралельні, с) перпендикулярні. 
3. Скласти рівняння площини, яка проходить через початок координат 

перпендикулярно до площин x + 2y + 3z + 5 = 0  та  x – 5z – 1 = 0. 
Відповідь. 5x – 4y + z = 0. 

1.6. Точка перетину трьох площин 

Нехай дано три площини: ;01111 =+++ DzCyBxA  ;02222 =+++ DzCyBxA  
.03333 =+++ DzCyBxA  Щоб знайти точку перетину цих площин, треба, 

очевидно, розв'язати систему рівнянь: 








=+++
=+++

=+++

.0
,0

,0

3333

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

DzCyBxA
  

Якщо визначник (детермінант) цієї системи ,0

333

222

111

≠=∆
CBA
CBA
CBA

 то систе-

ма має тільки один розв'язок, тобто три площини перетинаються в одній точці. 
Приклад. Знайти точку перетину площин  x + y – 2z + 3 = 0,  

2x – 2y + 3z – 7 = 0,  x + 3y – z – 4 = 0. 

Розв'язання. Розв'язуючи систему рівнянь 







=−−+
=−+−

=+−+

,043
,07322

,032

zyx
zyx

zyx
 

знайдемо координати точки перетину площин х = 1, у = 2, z = 3. 
Відповідь.  х = 1, у = 2, z = 3. 

1.7. Відстань між точкою та площиною 

Нехай дано точку ),,( 0000 zyxM  та площину :Q  Ax + By + Cz + D = 0. 
Знайдемо відстань d між ними. 
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Відстань d - це довжина відрізока 01MM  перпендикуляра, опущеного з 

точки 0M  на площину (рис. 8). Уведемо вектор == 01MMd  

.)()()( 101010 kzzjyyixx −+−+−=  Запишемо скалярний добуток векторів 

d  та kCjBiAN ⋅+⋅+⋅=  ).,cos( NdNdNd ⋅⋅=⋅  Так як вектори  d  та 

N  колінеарні, то кут між ними або дорівнює 
0 , або 180 , а косинус кута до-

рівнює 1 або – 1. Тому ,NdNd ⋅±=⋅  звідки  
N

Nddd ⋅
==   або  

.
)()()(

222
101010

CBA

zzCyyBxxA
d

++

−+−+−
=  Розкриємо у чисельнику дужки та 

відмітимо, що ,111 DCzByAx =−−−  оскільки точка ),,( 111 zyx  знаходить-
ся на площині Ax + By + Cz + D = 0. Одержимо     

                          .
222

000

CBA

DCzByAx
d

++

+++
=                                        (7) 

Приклад 1. Знайти відстань від точки М1 (1, 0, –2) до площини               
2x – y + 2z – 4 = 0. 

Розв'язання. Скористаємося формулою (7). У чисельнику цієї формули в 
рівняння площини замість змінних 000 ,, zyx  підставимо координати точки 

:)2,0,1(1 −M  .2
3
6

2)1(2

4)2(20112
222

==
+−+

−−⋅+⋅−⋅
=d   

Відповідь.  .2=d  

Приклад 2. Обчислити відстань d  між паралельними площинами  

.04326,09
2
33 =+−+−=−+− zyxzyx  
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Розв'язання. Візьмемо довільну точку на першій площині, наприклад, 
М(0,0,6). Тоді шукана відстань d дорівнює відстані   точки М(0,0,6) до другої 

площини, тобто .2
7

14
9436

418
==

++

+−
=d  

Відповідь. d = 2. 
 
Приклад 3. На осі Oz знайти точку, яка рівновіддалена від двох площин                

.0222,032 =++−=+−− zyxzyx  
Розв'язання. Візьмемо довільну точку на осі Oz, наприклад М(0,0,z0). 

Тоді відстань від точки М(0,0,z0) до першої площини 

,
2

3
121

3 00
1

+−
=

++
+−

=
zz

d  а відстань від точки М(0,0,z0) до другої площини  

.
3

2
144

2 00
2

+
=

++
+

=
zz

d  Отже, ,21 dd =  ⇒
+

=
+−

3
2

2
3 00 zz

 

.
3

2
2

3 00 +
±=

+−
⇒

zz
 Звідки .13,1 0201 == zz  Отже, 

).13,0,0(),1,0,0( 21 MM  
Відповідь.  ).13,0,0(),1,0,0( 21 MM  

Завдання до самостійноїо роботи 

1. На осі Оу знайти точку, яка знаходиться від площини x + 2y – 2z – 2 = 0 
на відстані d = 4. 

Відповідь. (0, 7, 0) і (0, –5, 0). 
2. Обчислити відстань d від точки М (–1,1, –2) до площини, яка прохо-

дить через точки N (1, –1,1), K (–2,1,3), P (4, –5, –2). 
Відповідь.  d = 4. 

3. Обчислити відстань між паралельними площинами x – 2y – 2z – 12 = 
0  та  x – 2y – 2z – 6 = 0. 

Відповідь. d = 2. 
 

2. ПРЯМА У ПРОСТОРІ 
 

2.1 . Рівняння лінії у просторі 

Лінію у просторі ми будемо розглядати як множину всіх точок, які нале-
жать кожній з двох поверхонь, що перетинаються. Якщо ці поверхні задані рів-
няннями F(х, у, z) = 0 і Ф(х, у, z) = 0, то лінія їх перетину визначиться систе-

мою рівнянь 




=
=

.0),,(
,0),,(

zyxФ
zyxF

 Наприклад, коло, що получається при перетині 
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сфери 25222 =++ zyx  площиною z = 3, визначиться системою рівнянь 





=
=++

.3
,25222

z
zyx

 Змінні координати будь-якої точки М (х, у, z) вказаного 

кола задовольняють кожному з рівнянь цієї системи. 
 

2.2 .  Загальні рівняння прямої 

Розглянемо систему рівнянь першого степеня  





=+++
=+++

.0
,0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

                                    (8) 

Кожне з рівнянь цієї системи є рівнянням площини. Якщо ці площини не 
паралельні (тобто їх нормальні вектори не колінеарні), то система (8) визначає 
пряму як лінію перетину двох площин, тобто як множину всіх точок простору, 
координати яких задовольняють кожному з рівнянь системи (8). 

Рівняння (8) називають загальним рівнянням прямої. 
Приклад 1. Побудувати пряму, задану загальним рівнянням 





=++−
=−++

.05
,03

zyx
zyx

 

Розв'язання. Для того щоб побудувати пряму, досить знайти дві її точки. 
Простіше за все вибрати точки перетину прямої з координатними площинами. 
Точка перетину прямої з координатними площинами називається слідом цієї 
прямої. Координати сліду 1M  даної прямої на площині Оху одержимо з рів-
нянь прямої, покладаючи z = 0. Це дає  у = 4, х = – 1.   

Отже, координати точки 1M  такі:  х = – 1, у = 4, z = 0. Аналогічно, по-
кладаючи в рівняннях прямої х = 0, одержимо координати сліду 1M  прямої на 
площині Оуz: ).1,4,0(2 −M  Маючи точки 1M  та 2M , будуємо пряму, що 
проходить через них ( рис. 9 ). 
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2.3 .  Канонічні рівняння прямої 

Пряма визначиться однозначно, якщо задати точку, через яку вона по-
винна проходити, та вектор, паралельний даній прямій. Вектор S , паралельний 
даній прямій, називається її напрямним вектором. Нехай задані точка 

),,( 1111 zyxM  та вектор kpjnimS ++=  (рис. 10). Запишемо рівняння пря-
мої, що проходить через точку ),,( 1111 zyxM  паралельно вектору 

.kpjnimS ++=  

 
 
Візьмемо на прямій будь-яку точку М (х, у, z) зі змінними координатами 

х, у, z. Побудуємо вектор .)()()( 1111 kzzjyyixxMM −+−+−=  
Вектор MM1  знаходиться на прямій, яка паралельна вектору S , значить 

вектори S  та MM1  колінеарні. Тому проекції векторів  S   та  MM1  пропор-
ціональні, тобто 

     .111
p

zz
n

yy
m

xx −
=

−
=

−
                                       (9) 

Отже, координати будь-якої точки на прямій повинні задовольняти рів-
нянням (9), які називаються рівняннями прямої, що проходить через дану точ-
ку, або канонічними рівняннями прямої. Зокрема, коли напрямний вектор S  
одиничний, тобто ,coscoscos kjiS ⋅+⋅+⋅= γβα  рівняння (9) мають вигляд 

                  .
coscoscos

111
γβα
zzyyxx −

=
−

=
−

                                            (10) 

Напрямними коефіцієнтами тут являються направляючі косинуси вектора .S  
Рівняння (9) рівносильні системі двох рівнянь першого степеня, наприклад: 

               










−
=

−

−
=

−

.

,

11

11

p
zz

m
xx

n
yy

m
xx

                                                   (11) 

Третє рівняння  
p

zz
n

yy 11 −
=

−
 є наслідком цих двох рівнянь. 

Розглянемо питання про те, як перейти від загальних рівнянь прямої L: 

Ка
фе
др
а в
ыс
ше
й м
ат
ем
ат
ик
и 

mate
m.or

g.u
a



 17 





=+++
=+++

.0
,0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

 

до її канонічних рівнянь. Для цього треба знайти яку-небудь точку на прямій L. 
Координати точки M на прямій L одержимо з системи рівнянь (8), надаючи од-
ній з координат довільне значення.  

Так як пряма перпендикулярна нормальним векторам ),,( 1111 CBAN  та  

),,( 2222 CBAN , то за напрямний вектор S  прямої L можна прийняти векто-

рний добуток  .

222

11121

CBA
CBA
kji

NNS =×=  

Приклад 1. Привести загальні рівняння прямої 




=+−
=−+

023
,032

zyx
zyx

 до ка-

нонічного виду. 
Розв'язання. Запишемо рівняння прямої в канонічній формі 

.111
p

zz
n

yy
m

xx −
=

−
=

−
 

Так як  ),2,3,1(),1,3,2( 21 −=−= NN  то 

=
−

⋅+
−

⋅−
−

−
⋅=

−
−=×=

31
32

21
12

23
13

231
13221 kji

kji
NNS  

,953 kji −−=    а   m = 3, n = – 5, р = – 9.  
Точку М на прямій знайдемо, покладаючи в загальних рівняннях            

прямої L, наприклад, z = 0. Маемо 




=−
=+

.03
,032

yx
yx

 Розв'язуючи цю систему рів-

нянь, одержимо х = 0, у = 0. Отже, M(0, 0, 0,). Таким чином, канонічні рів-

няння прямої мають вигляд .
953 −

=
−

=
zyx

 

Відповідь.  .
953 −

=
−

=
zyx

 

Приклад 2. Звести до каноничного вигляду загальне рівняння прямої 





=−−+
=−+−

.04523
,0432

zyx
zyx
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Розв’язання. Оскільки пряма перпендикулярна до нормальних векторів 
)3,2,1(1 −N  і )5,2,3(2 −N , то за напрямний вектор S  прямої можна прийняти 

векторний добуток 21 NN × , тобто .8144
523

32121 kji
kji

NNS ++=
−

−=×=  

Знайдемо точку М, яка належить прямій. Нехай x = 0, тоді 




=−−
=−+−

,0452
;0432

zy
zy

  

z = – 4, y = – 8. Тому, М(0, – 8, – 4) належить прямій. Отже, канонічні рів-

няння прямої мають вигляд  .
8

4
14

8
4

+
=

+
=

zyx
 

Відповідь. .
8

4
14

8
4

+
=

+
=

zyx
 

2.4   Параметричні рівняння прямої 

У рівняннях (9) ми маємо рівність трьох відношень: 

.111
p

zz
n

yy
m

xx −
=

−
=

−
 При змінних х, у, z ці відношення теж змінні, але 

залишаються рівними. Можна записати t
p

zz
n

yy
m

xx
=

−
=

−
=

− 111  або 















=
−

=
−

=
−

.

,

,

1

1

1

t
p

zz

t
n

yy

t
m

xx

  Звідки маємо 








+=
+=
+=

.
,
,

1

1

1

zptz
ynty
xmtx

 

Тут  t – змінний параметр. Змінність його викликає змінність координат х, у, z   
і точка М(х, у, z) зі змінними координатами переміщується по прямій; 
m, n, p – координати напрямного вектора S  прямої; 111 ,, zyx  – координати 
однієї з точок на прямій. 

 
2.5 .  Рівняння прямої, що проходить через дві точки 

Нехай пряма L проходить через точки ),,( 1111 zyxM  та 
).,,( 2222 zyxM  Складемо канонічне рівняння цієї прямої. Для цього знайде-

мо напрямний вектор S  прямоїю, за якій візьмемо вектор 21MM : 
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.)()()( 12121221 kzzjyyixxMMS −+−+−==  
Отже, 121212 ,, zzpyynxxm −=−=−=  із рівняння (9) маємо 

                                   .
12

1

12

1

12

1
zz

zz
yy

yy
xx

xx
−

−
=

−
−

=
−

−
                                (12) 

Рівняння (12) називаються рівнянням прямої, що проходить через дві 
точки. 

Приклад 1. Знайти рівняння прямої, що проходить через точки 
).2,4,1(),5,3,1( 21 MM −   

Розв'язання Використовуючи рівняння (12), одержимо 

52
5

34
3

11
1

+
+

=
−
−

=
−
− zyx

   або   .
7

5
1

3
0

1 +
=

−
=

− zyx
 Так як  m = 0, то дана пря-

ма перпкендикулярна до осі  Ох  і рівняння прямої можна записати як ,1=x  

.
7

5
1

3 +
=

− zy
 

Відповідь.  ,1=x  .
7

5
1

3 +
=

− zy
 

Приклад 2. Через точки )1,6,12()5,6,6( 21 та −−− MM  проведена 
пряма. Знайти точки перетину цієї прямої з координатними площинами. 

Розв’язання. Використовуючи рівняння (12), одержимо 

51
5

66
6

612
6

+
+

=
−−

−
=

+
+ zyx

 або  .
6

5
12

6
18

6 +
=

−
−

=
+ zyx

 Тоді точка перетину пря-

мої з координатной площиною xOy  z = 0. Маємо ,
6
5

12
6

18
6

=
−

−
=

+ yx
 





−=
=

⇒




−=−
=+

⇒










⋅−=−

⋅=+

.4
,9

;106
,156

;
6
5126

,
6
5186

y
x

y
x

y

x
Точкою перетину прямої з 

координатною площиною xOy є точка А(9, – 4, 0). Знайдемо точку перетину 
прямої з координатной площиною yOz. Це точка  x = 0. Аналогічно  

⇒










+
=

−
−

=

+
=

−
−

=

;
6

5
12

6
3
1

,
6

5
12

6
18
6

zy

zy





−=
=

⇒




=+
−=−

⇒










⋅=+

⋅−=−

.3
,2

;25
,46

;
3
165

,
3
1126

z
y

z
y

z

y
 

Точкою перетину прямої з координатною площиною yOz є точка B(0,2,–3). 
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Знайдемо точку перетину прямої з координатной площиною xOz. Це y = 0; 

⇒
+

=
−
−

=
+

6
5

12
6

18
6 zx

 




−=
=

⇒




=+
=+

⇒










=
+

=
+

.2
,3

;35
,96

;
2
1

6
5

,
2
1

18
6

z
x

z
x

z

x

 

Точкою перетину прямої з координатною площиною xOz є точка C(3, 0, – 2). 
Відповідь.  А(9, – 4, 0), B(0, 2, – 3), C(3, 0, – 2). 
 

Завдання до самостійної роботи 

1. Дані вершини трикутника А(3,6, –7), В(–5,2,3), С(4, –7,-2). Склас-
ти параметричні рівняння його медіани, проведеної з вершини С. 

Відповідь.  x = –5t – 1,  y = 11t + 4,  z = –2. 
2. Маємо три вершини паралелограма А(3,0,–1), В(1,2,–4) і С(0,7,2). 

Скласти рівняння сторін АD i CD. 

Відповідь.  AD: ,
6

1
51

3 +
==

−
− zyx

 CD: .
3

2
2
7

2
−

=
−
−

=
zyx

 

3. Знайти рівняння прямої, що проходить через початок координат та се-
редину відрізка АВ, якщо А(4,0,2), В(2,6, – 4).  

Відповідь.  .
133 −

==
zyx

  

 
2.6 .  Кут між двома прямими. Умови паралельності та перпендику-

лярності двох прямих 

Нехай у просторі дано дві пересічні прямі: 

.:,:
2

1

2

1

2

1
2

1

1

1

1

1

1
1 p

zz
n

yy
m

xxL
p

zz
n

yy
m

xxL −
=

−
=

−−
=

−
=

−
 

Як відомо, кутом між двома прямими вважають один із двох суміжних 
кутів, утворених прямими, які проведені паралельно даним через яку-небудь 
точку простору. Один з цих сміжних кутів дорівнює куту ϕ  між напрямними 

векторами  1S  та  2S  даних прямих. Так як ),,(),,,( 22221111 pnmSpnmS , 
то за відомою формулою косинуса кута між векторами одержимо: 

,cos
21

21

SS
SS

⋅

⋅
=ϕ   або  .cos

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

pnmpnm

ppnnmm

++⋅++

++
=ϕ   (13) 

Умови паралельності та перпендикулярності двох прямих рівносильні ві-
дповідно умовам колінеарності та перпендикулярності їх напрямних векторів 

1S  та ,2S  тобто дві прямі паралельні, якщо їх напрямні вектори 1S  та 2S  
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колінеарні, дві прямі перпендикулярні, якщо їх напрямні вектори 1S  та 2S  
перпендікулярні. 

Приклад 1. Знайти кут між прямими ,
2
1

3
3

5
2

−
−

=
+

=
− zyx

 

.
5

3
23

2 −
==

+ zyx
 

Розв'язання. З формули (13) одержимо  

.
38
11

523)2(35

5)2(2335cos
222222

=
++⋅−++

⋅−+⋅+⋅
=ϕ  

Відповідь. .
38
11cos ==ϕ  

Приклад 2. Знайти рівняння прямої, що проходить через точку M(1,2,3) 

паралельно прямій 




=+−
=++

.043
,0532

zyx
zyx

 

Розв'язання. Запишемо рівняння шуканої прямої в канонічній формі  

.321
p

z
n

y
m

x −
=

−
=

−
 

Напрямний вектор S  шуканої прямої одержимо як векторний добуток 
нормальних векторів ).1,4,3(),5,3,2( 21 −NN  

=
−

⋅+⋅−
−

⋅=
−

=×=
43

32
13
52

14
53

143
53221 kji
kji

NNS  

.171323 kji −+   Отже, ).17,13,23( −S  Тоді .
17

3
13

2
23

1
−

−
=

−
=

− zyx
 

Відповідь. .
17

3
13

2
23

1
−

−
=

−
=

− zyx
 

Приклад 3. Знайти рівняння прямої, що проходить через точку                 

М(–4,0,2) перпендикулярно прямим ,
43

1
2

1 zyx
=

+
=

+
 .

2
5

2
3

3
2 −

=
−

=
− zyx

 

Розв'язання. Запишемо рівняння прямої, що проходить через дану точку: 

 .204
p

z
n

y
m

x −
=

−
=

+
 

За напрямний вектор S  шуканої прямої можна прийняти будь-який век-
тор, перпендикулярний до напрямних векторів )2,2,3(),4,3,2( 21 та SS                   
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даних прямих. Зокрема, вектор S  можна покласти рівним векторному добутку 
векторів :)2,2,3()4,3,2( 21 та SS  

.582
23
32

23
42

22
43

223
43221 kjikji
kji

SSS −+−=⋅+⋅−⋅==×=  

Звідси  ).5,8,2( −−S  Тоді .
5
2

8
0

2
4

−
−

=
−

=
−
+ zyx

 

Відповідь.  .
5
2

82
4

−
−

==
−
+ zyx

 

Приклад 4. Знайти кут між прямими 
1

3
0

5
1
2:1

−
=

+
=

−
+ zyxL  та                      

:2L  x = t – 1,  y = – 2t – 2, z    = – 2t. 
Розв’язок: Щоб застосувати формулу (13), необхідно параметричні рів-

няння другої прямої 2L  перевести в канонічні. Оскільки 

,
22

21
−

=
−
+

=+=
zyxt   то канонічні рівняння другої прямої  2L  мають ви-

гляд .
22

2
1

1
−

=
−
+

=
+ zyx

 Тому за формулою (13) 

.
2
2

92
)2(1)2(0)1(1cos −=

⋅
−⋅+−⋅+−⋅

=θ  Шуканий кут дорівнює 

.
4

3
42

2arccos πππ =−=







−  

Відповідь.  .
4

3π
 

Приклад 5.  Довести паралельність прямих:  

x = 2t + 5, y = – t + 2, z =  t – 7  і  




=−−−
=+++

.023
,023

zyx
zyx

 

Розв’язання. За напрямний вектор другої прямої візьмемо 
,212 NNS ×=  де ).3,1,1(),1,3,1( 21 −−NN Тоді  

.448)31()13()19(

11
31

31
11

31
13

311
1312

kjikji

kji
kji

S

−+⋅−=−−⋅+−−⋅−+−⋅=

=
−

⋅+
−

⋅−
−−

⋅=
−−

=
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Маємо ).4,4,8(2 −−=S  Напрямним вектором першої прямої є 

).1,1,2(1 −=S  Використовуючи умову колінеарності векторів, запишемо 

,
1
4

1
4

2
8 t=

−
=

−
=

−
  де  t = – 4.  Тоді ,21 SS  що і треба було довести. 

 
Завдання до самостійної роботи 

1. Знайти кут між прямими   x = 3t – 2,  y = 0,  z = – t + 3  та                 
x = 2t – 1, y = 0, z = t – 3. 

Відповідь. .45°  

2. Знайти тупий кут між прямими 
2
5

1
1

1
+

=
−
−

=
zyx

 та  

.
2
1

1
3

1
2 +

=
−

=
− zyx

 

Відповідь. .120°  
 

3. Довести паралельність прямих 
12

1
3

2 zyx
=

−
−

=
+

 та 





=−−−
=−+

.085
,0

zyx
zyx

 

4. Довести перпендикулярність прямих: 

а)  
32

1
1

zyx
=

−
−

=  та 




=+−+
=+−+

;03832
,0153

zyx
zyx

 

     в)  x = 2t + 1, y = 3t – 2, z = – 6t + 1 та  




=+−−
=+−+

.0454
,0242

zyx
zyx

 

 
3. ПРЯМА ТА ПЛОЩИНА У ПРОСТОРІ 

 
3.1. Умови паралельності та перпендикулярності прямої та площини 
 
Розгдянемо пряму L та площину Q: 

,: 111
p

zz
n

yy
m

xxL −
=

−
=

−
     0: =+++ DCzByAxQ  

Очевидно, що пряма L та площина Q: 
1) перпендикулярні одна до одної тоді і тільки тоді, коли напрямний   ве-

ктор ),,( pnmS  прямої L та нормальний вектор ),,( CBAN  площини Q колі-
неарні;  
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2) паралельні, якщо  вектор ),,( pnmS  перпендикулярний вектору  

),,( CBAN . 
Приклад 1. Написати рівняння площини, що проходить через точку  

М(2,–3,4) паралельно прямим 
8

3
2

1
1

−
=

−
=

zyx
  та  .

2
5

0
1

4
1 +

=
−

=
+ zyx

 

Розв'язання. Дані прямі не паралельні, оскільки їх напрямні вектори 
),8,2,1(1S  )2,0,4(2S  не колінеарни. Запишемо рівняння  площини, що про-

ходить через дану точку М(2,–3,4) з нормальним вектором ),,( CBAN : 
A(x – 2) + B(y + 3) + C(z – 4) = 0. 

За нормальний вектор ),,( CBAN  можна прийняти вектор, який перпе-
ндикулярен напрямним векторам ),8,2,1(1S  )2,0,4(2S  даних прямих. Тому 
за вектор ),,( CBAN  можна взяти векторний добуток векторів )8,2,1(1S  та  

:)2,0,4(2S  

.8304
04
21

24
81

20
82

204
82121 kjikji
kji

SSN −+=⋅+⋅−⋅==×=  

Отже, ),8,30,4( −N  тобто 8,30,4 −=== CBA . Підставляючи знайдені значен-
ня, отримаємо 4(x – 2) + 30(y + 3) – 8(z – 4) = 0 або 4x + 30y – 8z + 114 = 0. 

Відповідь. 4x + 30y – 8z + 114 = 0. 
Приклад 2. Скласти рівняння прямої, яка проходить через точку      

М(2,–3,–5) перпендикулярно до площини 6x – 3y – 5z + 2 = 0. 
Розв’язання. Якщо пряма перпендикулярна до площини, тоді напрямний 

вектор прямої колінеарен нормальному вектору площини, тобто за напрямний 
вектор прямої візьмемо нормальний вектор площини ).5,3,6( −−N  Маємо ка-
нонічні рівняння прямої,  яка проходить через точку М(2,–3,–5) перпендику-

лярно до площини  6x – 3y – 5z + 2 = 0:  .
5
5

3
3

6
2

−
+

=
−
+

=
− zyx

 

Відповідь. .
5
5

3
3

6
2

−
+

=
−
+

=
− zyx

 

Приклад 3. Скласти рівняння площини, яка проходить через точку  

М(1,2 ,–1) перпендикулярно до прямої  .
4

1
3
2

1
3 +

=
−
−

=
− zyx

 

Розв’язання. Якщо площина перпендикулярна до прямої, тоді напрямний 
вектор прямої колінеарен нормальному вектору площини, тобто за нормальний 
вектор площини візьмемо напрямний вектор прямої ).4,3,1( −S  Маємо загальне 
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рівняння площини .0)1(4)2(3)1(1 =++−−− zyx  Після преобразувань 
.0943,046143 =++−=++−+− zyxzyx  

Відповідь.  .0943 =++− zyx  

Приклад 4. Скласти рівняння площини, яка проходить через пряму 

3
2

1
4

2
3

−
−

=
+

=
− zyx

  паралельно прямій  .
2

1
7

2
4

5 −
=

−
=

+ zyx
 

Розв’язання. Якщо площина проходить через пряму 

3
2

1
4

2
3

−
−

=
+

=
− zyx

, то точка А(3,–4,2) знаходиться на шуканії площини. За 

нормальний вектор шуканої площини візьмемо вектор ,21 SSN ×=  де 

−21, SS  напрямні вектори прямих )2,7,4(),3,1,2( 21 SS − : 

.101623)414()124()212(

74
12

24
32

27
31

274
31221

kjikji

kji
kji

SSN

+−=−++−+=

=⋅+
−

⋅−
−

⋅=−=×=
 

Шукана площина має вигляд: 
23(х – 3) – 16(у + 4) + 10(z – 2) = 0,   23x – 16y + 10z – 69 – 64 – 20 = 0, 
23x – 16y + 10z – 153 = 0. 

Відповідь.  23x – 16y + 10z – 153 = 0. 
Приклад 5. Скласти рівняння площини, яка проходить через дві парале-

льні прямі 
12

2
3

1
−

=
+

=
− zyx

 та  .
1
1

2
2

3
1

−
+

=
−

=
+ zyx

 

Розв’язання. Якщо площина проходить через пряму 
12

2
3

1
−

=
+

=
− zyx

, 

то точка А(1,–2,0) знаходиться на шуканій площини. Якщо площина проходить 

через пряму ,
1
1

2
2

3
1

−
+

=
−

=
+ zyx

то точка В(–1,2,–1) знаходиться на шуканій 

площині. За нормальний вектор шуканої площини візьмемо ,ABSN ×=  де 

−− )1,2,3(S напрямний вектор прямої 
12

2
3

1
−

=
+

=
− zyx

, ).1,4,2( −−AB  

.1652)412()23()42(

42
23

12
13

14
12

142
123

kjikji

kji
kji

ABSN

++=++−−−+−=

=
−

⋅+
−−
−

⋅−
−
−

⋅=
−−
−=×=
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Отримали шукане рівняння площини 2(x – 1) + 5(y + 2) + 16(z – 0) = 0, 
2x + 5y + 16z – 2 + 10 = 0,     2x + 5y + 16z + 8 = 0. 

Відповідь. 2x + 5y + 16z + 8 = 0. 
 

Завдання до самостійної роботи 

1. Скласти рівняння прямої, яка проходить через точку М(1,–3,5) пер-
пендикулярно до площини x +  6y – 5z – 17 = 0. 

                                                         Відповідь:  .
5
5

6
3

1
1

−
−

=
+

=
− zyx

 

2. Скласти параметричні рівняння прямої, яка проходить через точку 
М(3,–6,7) перпендикулярно до площини  x + 4y – 8z – 4 = 0. 

Відповідь. x = 3 + t, y = – 6 + 4t, z = 7 – 8t. 
3. Скласти рівняння площини, яка проходить через точку М(1,–2,1) пе-

рпендикулярно до прямої  




=+−+
=−+−

.02
,032

zyx
zyx

 

Відповідь.  x + 2y + 3z = 0. 
4. Скласти рівняння площини, що проходить через точку М(2,–2,1) і 

пряму x = 1 + 2t, y = 2 – 3t, z = –3 + 2t. 
Відповідь.  4x + 6y + 5z – 1 = 0. 

5. Скласти рівняння площини, яка проходить через пряму 

1
2

32
1

−
−

==
+ zyx

   паралельно прямій x = 2 – t, y = 1 + 3t, z = –2 + 4t. 

Відповідь. 15x – 7y + 9z – 3 = 0. 

6. Скласти рівняння площини, яка проходить через пряму 
142

1 zyx
==

−
−

   

перпендикулярно до заданої площини  3x + 4y – z – 1 = 0. 
Відповідь. .08208 =−+− zyx  

7. Скласти рівняння площини, яка проходить через дві паралельні прямі 

12
1

3
2 zyx

=
−
−

=
+

  та    .
2

1
4
2

6
1 −

=
−
+

=
− zyx

  

Відповідь. .0482 =+++− zyx  
 

3.2. Точка перетину прямої та площини 

Треба знайти точку перетину прямої 

p
zz

n
yy

m
xx 111 −

=
−

=
−

                                                 (14) 

та площини  
Ax + By + Cz +D = 0.                                               (15) 
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Для цього треба сумісно розв'язати систему рівнянь (14) та (15). Найпрос-
тіше це зробити за допомогою параметричних рівнянь прямої: 









+=
+=
+=

.
,
,

1

1

1

zptz
ynty
xmtx

                                                         (16) 

Кожному значенню параметра t відповідає точка на прямій. Треба вибра-
ти таке значення t , при якому точка, яка належить прямій, буде знаходитися на 
площині (15). Підставляючи  х,  у  та  z  із співвідношень (16) у рівняння пло-
щини (15), одержимо вираз, з якого знайдемо значення параметра t: 

0)()()( 111 =+++++ ptzCntyBmtxA   або 
).()( 111 CzByAxCpBnAmt ++−=++                    ( 17 )  

Якщо пряма та площина не паралельні, то нормальний вектор 
kCjBiAN ++=  площини та напрямний вектор kpjnimS ++=  прямої не 

перпендикулярні між собою, і їх скалярний добуток не дорівнює нулю, тобто  
.0≠++=⋅ CpBnAmSN  

І тоді з рівності (17)  
 

                     .111
CpBnAm

DCzByAxt
++

+++
−=                                                      (18) 

 

Приклад 1. Знайти точку перетину прямої  
2

5
3

1
2

1 −
=

+
=

− zyx
  та 

площини  2x + 3y – 2z + 2 =0. 

Розв'язання. Запишемо параметричні рівняння даної прямої 







+=
−=
+=

.52
,13
,12

tz
ty
tx

 

Підставимо х, у, z в рівняння площини 2(2t+1) + 3(3t–1) – 2(2t+5) + 2 = 0. 
Звідси t = 1. Підставляючи в параметричні рівняння прямой значення t = 1, 
отримуємо: х=3, у=2, z=7. Отже, пряма перетинає площину в точці         
М(3, 2, 7). 

Відповідь. М(3, 2, 7). 

Приклад 2. При яких значеннях А та D пряма 







+=
=

+=

 t   z 
t,   y 

t,   x 

3
41

43
  належить 

площині Ax + 2y – 4z + D = 0? 
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Розв'язання. Якщо пряма належить площині, то ії напрямний вектор пе-
рпендикулярен нормальному вектору. З’ясуємо координати напрямного вектора 

прямої. Для цього запишемо канонічні рівняння прямої .
1

3
4
1

4
3 +

=
−
−

=
− zyx

 

Тоді ).1,4,4( −S  Координати нормального вектора прямої ).4,2,( −AN  
⇒⊥=⋅ NSNS оскільки,0  .3124014244 =⇒=⇒=⋅−⋅− AAA  

Маємо рівняння площини 3x + 2y – 4z + D = 0. Точка M(3,1,–3) належить і 
площині. Звідки .23012290341233 −=⇒=+++⇒=+⋅+⋅+⋅ DDD  То-
ді   А = 3, D = – 23, і дана пряма належить площині. 

Відповідь. А = 3, D = – 23. 
 

Завдання до самостійної роботи 

1. Знайти точку перетину прямої 
62

1
1

1 zyx
=

−
+

=
−

 та площини 

.0132 =−++ zyx  
Відповідь. (2, – 3, 6). 

2. Знайти точку перетину прямої 
5
1

1
2

3
3

−
+

=
−
−

=
+ zyx

 і площини          

.0152 =−+− zyx  
Відповідь. Пряма паралельна площині. 

3. Перевірити, чи належить пряма 
5

2
1
3

2
1 +

=
−
+

=
− zyx

 площині          

4x + 3y – z + 3 = 0. 
Відповідь. Так. 

4. Перевірити, чи належить пряма 
3

2
74

1 −
==

− zyx
 площині                 

5x – 8y – 2z – 1 = 0. 
Відповідь. Ні. 

 
3.3. Пучок площин 

Сукупність усіх площин, що проходять через задану пряму L, називається 
пучком площин, а пряма L -  віссю пучка. 

Нехай вісь пучка задана рівняннями: 

                    




=+++
=+++

.0
;0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

                                             (19) 

Помножимо почленно друге рівняння системи (19) на сталу λ  та складе-
мо з першим рівннянням 

.0)( 22221111 =+++++++ DzCyBxADzCyBxA λ             (20 )  
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Рівняння (20) має першу ступінь відносно х, у та z, отже при будь-якому 
числовому значенні λ  визначає деяку площину. Так як рівность (20) є виснов-
ком рівнянь (19), то координати точки, що задовольняють рівнянням (19), бу-
дуть також задовольняти і рівнянню (20). Отже, при будь-якому числовому зна-
ченні λ  рівняння (20) є рівнянням площини, що проходить через пряму (19). 
Рівняння (20) при змінних значеннях λ  задає рівняння будь-якої площини пуч-
ка, вісь якого задана виразом (19), крім площини .02222 =+++ DzCyBxA  

Тому рівність (20) є рівнянням пучка площин. Рівняння пучка площин 
використовується при розв'язанні задач, в яких треба знайти площину, що про-
ходить через задану пряму, а значення множника λ , як правило, знаходять з 
якої-небудь допоміжної умови, яка визначає знаходження шуканої площини. 

Приклад 1. Знайти рівняння площини, яка проходить через точку                 

М (1,–2,3)  та пряму  




=++−
=+−+

.02823
,01532

zyx
zyx

   

Розв'язання. Запишемо рівняння пучка площин, що проходять через да-
ну пряму .0)2823(1532 =++−++−+ zyxzyx λ   

Підставимо у це рівняння координати точки М : 

0)283)2(213(135)2(312 =++−⋅−⋅++⋅−−⋅+⋅ λ  і отримаємо 
2
1

=λ , яке 

підставимо у рівняння пучка та одержимо шукану площину 

0)2823(
2
11532 =++−++−+ zyxzyx   або .030947 =+−+ zyx  

Відповідь. .030947 =+−+ zyx  

Приклад 2. Знайти рівняння площини, що проходить через пряму 

13
1

2
1 zyx

=
+

=
−

  перпендикулярно до площини 3x + 3y – z + 1 = 0. 

Розв'язання. Представимо дану пряму як перетин площин, що її проек-

тують,
3

1
2

1 +
=

− yx
  та   

13
1 zy

=
+

  або  3x – 2y – 5 = 0 та y – 3z + 1 = 0. 

Складемо рівняння пучка площин  3x – 2y – 5+λ ( y – 3z + 1 ) = 0                (*)  
або  3x + (λ  - 2 )y – 3λ z – 5 + λ  = 0,                                 (**) 

Оскільки площина (1а) та дана площина перпендикулярні, то скалярний 
добуток їх нормальних векторів kjiN λλ 3)2(31 +−+=   та  

kjiN −+= 332  дорівнює нулю .0)3()1()2(333 =−⋅−+−⋅+⋅ λλ  Розв'я-

жемо це рівняння і знайдемо 
2
1

−=λ , яке підставимо у рівняння пучка (*) та 

запишемо   3x – 2y – 5 – 0,5( y – 3z + 1 ) = 0   або   6x – 5y + 3z – 11 = 0. 
Відповідь. 6x – 5y + 3z – 11 = 0. 
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Завдання до самостійної роботи 

1. Знайти рівняння площини, яка проходить через точку М (1,–2,3) та 

пряму 




=++−
=+−+

028
,01

zyx
zyx

. 

Відповідь. 37x + 31y – 31z + 118 = 0. 
2. Знайти рівняння площини, яка проходить через пряму 





=++−
=+−+
029

,01211
zyx

zyx
  та точку М (2,–4,3). 

Відповідь. 85x + 371y – 29z + 1401 = 0. 
1. Знайти рівняння площини, що проходить через пряму  

12
1

5
1 zyx

=
+

=
−

       перпендикулярно до площини  x + 3y – z + 1 = 0. 

Відповідь. 5x – 6y – 13z – 11 = 0. 
2. Знайти рівняння площини, що проходить через пряму  

14
1

1
1 zyx

=
+

=
+

  перпендикулярно до площини  x + y – 5z + 1 = 0. 

Відповідь. 28x – 8y + 4z + 20 = 0. 
 

3.4. Кут між площиною та прямою 

Нехай дано площину Q ( Ах + Ву + Сz + D = 0) з її нормальним векто-

ром ),,( CBAN  та пряму 






 −
=

−
=

−
p

zz
n

yy
m

xxL 111  з її напрямним век-

тором ),,( pnmS  (рис. 11). 

 

Кутом ϕ  між прямою та площиною будемо вважати гострий кут між 
прямою та її проекцією на дану площину, тобто  

;),(cos
222222 pnmCBA

CpBnAm
SN

++⋅++

++
=∠        
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;
2

),( πϕ =+∠ SN  .sin),(cos ϕ=∠ SN     

Таким чином,         .sin
222222 pnmCBA

CpBnAm

++⋅++

++
=ϕ                  (21) 

Приклад 1. Знайти кут між прямою 
3

1
6
1

2
−

=
−
+

=
zyx

 та площиною         

2x + y + z – 5 = 0. 
Розв’язання. Використовуючи формулу (21), отримаємо 
 

,
67

1
496

364

3)6(2112

31)6(122
sin

222222
=

+−
=

+−+++

⋅+−⋅+⋅
=ϕ    .

67
1arcsin=ϕ  

Відповідь. .
67

1arcsin=ϕ  

Приклад 2. Знайти кут між прямою 







−−=
+−=

+=

   tz
, ty

, tx

1
52

9
та площиною            

4x – 2y + 2z + 7 = 0. 
Розв’язання. Перейдемо від параметричних рівнянь до канонічних 

.
1
1

2
5

1
9

−
+

=
−
−

=
− zyx

   Тоді згідно з формулою (21) отримаємо  

.
2
1

24
6

624
244

1)2(1224

)1(2)2()2(14
sin

222222
==

⋅
−+

=
+−+⋅++

−⋅+−⋅−+⋅
=ϕ   

Отже, .
62

1arcsin πϕ ==  

Відповідь.  .
6
πϕ =  

Приклад 3. Знайти кут між прямою 




+−=
−=

,232
,13

xz
xy

 та площиною           

2x + y + z – 4 = 0. 
   Розв’язання. Перейдемо від загального рівняння прямої до канонічно-

го. Запишемо загальне рівняння прямої як  




=−+
=++−

.0223
,013

zx
yx

  У ролі напрям-

ного вектора прямої візьмемо ,21 NNS ×=   де  ).2,0,3(),0,1,3( 21 =−= NN  
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Тоді 

=−+−−=
−

⋅+
−

⋅−⋅=−= )3()6(2
03
13

23
03

20
01

203
013 kjikji
kji

s  

.362 kji −+=  Маємо ).3,6,2( −=S  Знайдемо точку, яка належить прямій 





=−+
=++−

.0223
,013

zx
yx

  Нехай y = 0,  тоді   3x + 1 = 0,  x = 1/3. Якщо x = 1/3, ма-

ємо 1 + 2z – 2 = 0  або  2z = 2 – 1,  z = 1/2. Точка, яка належить прямій має 
координати (1/3, 0, 1/2). Канонічні рівняння прямої запишемо як 

.
3
2
1

62
3
1

−

−
==

− zyx
 Згідно з формулою (21)  

⇒==
−+

=
−++++

−⋅+⋅+⋅
=

6
1

67
7

496
364

)3(62112

)3(16122
sin

222222
ϕ  .

6
1arcsin=ϕ  

Відповідь. .
6

1arcsin=ϕ  

Завдання до самостійноїо роботи 

1. Знайти кут між прямою 
3

8
2

4
5

2 −
=

+
=

− zyx
 та площиною 

.07642 =+−+ zyx   

Відповідь. ,0 тобто пряма паралельна площині. 

2. Знайти кут між прямою 







=
−=
−=

,3
,25

,4

tz
ty

tx
та площиною 

.07642 =+−+ zyx  

Відповідь. ,90  тобто пряма перпендикулярна площини. 

3. При яких значеннях В і р пряма 







+−=
+=
−=

pt z
t, y
t, x

2
49
35

перпендикулярна до 

площини 6x + By – 10z + 9 = 0? 
Відповідь. B = – 8, p = 5  

(Використовуйте умову колінеарності напрямного вектора прямої та нормаль-
ного вектора площини). 
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Завдання до самостійної роботи 
 

Варіант 1 

1. Знайти відстань від точки )4,1,2(0 −M до площини, що проходить 
через точки ).1,1,0(),2,1,1(),,0,2,1( 321 −− MMM  

Відповідь. .
38
38

 

2. Написати рівняння площини, яка проходить через точку 1M  перпен-

дикулярно вектору 32MM , якщо ).2,3,0(),3,1,2(),2,0,1( 321 −−− MMM  
Відповідь. .022 =++ zyx  

3. Знайти кут, який утворюють площини 0122 =−++ zyx  та 
.01 =−+ zx  

Відповідь. .45  
4. Знайти координати точки ),0,0(1 zM , однаково ввіддаленої від то-

чок ).3,2,0(),0,1,5( 32 MM  

Відповідь. .
6

13,0,0 





 −  

5. Написати канонічні рівняння прямої  




=++−
=−−−

.042
,02

zyx
zyx

 

Відповідь. .
1

3
23

1 +
==

+ zyx
 

 
Варіант 2 

1. На осі Оy знайти точку, яка знаходиться від площини 
0222 =−−+ zyx  на відстані d = 4. 

Відповідь.  (0, 7, 0) та (0, –5, 0). 
2. Дано дві точкі )2,1,3(1 −M  та ).1,2,4(2 −−M  Скласти рівняння 

площини, яка проходить через точку 1M  перпендикулярно вектору .21MM  
Відповідь. .023 =+−− zyx  

3. Показати, що пряма 







−=
+−=

−=

54
,14

,23

tz
ty

tx
 паралельна площині 

.05634 =−−− zyx  
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4. Знайти точку перетину прямої 
1
1

1
2

2
1

−
+

=
−

=
−
− zyx

 та площини 

.01732 =++− zyx  

Відповідь. .
7

18,
7
25,

7
15







 −−  

5. Знайти найкоротшу відстань між двома прямими 




=+
=−+−

0
,04

yx
zyx

 

та .
11

5
1

zyx
=

+
=  

Відповідь. .
2
14

 

Вказівка: найкоротшою відстанню між двома прямими буде відстань від 
будь-якої точки, яку взято на одній прямій, до площини, що проведена через 
другу пряму паралельно першій. 

 
Варіант 3 

1. Знайти відстань від точки )2,1,1( −−P  до площини, що проходить че-
рез точки ).2,5,4(),3,1,2(),1,1,1( 321 −−−− MMM  

Відповідь. d = 4. 
2. Скласти рівняння площини, яка проходить через точку )5,4,3(1 −M  

паралельно двом векторам )1,1,3(1 −a   та ).1,2,1(2 −a  
Відповідь. .01674 =+++ zyx  

3. Довести перпендикулярність прямих 
32

1
1

zyx
=

−
−

=  і   





=+−+
=+−+

.03832
,0153

zyx
zyx

 

4. Знайти проекцію прямої  




=++−
=−−+

01
,01

zyx
zyx

 на площину .0=++ zyx  

Відповідь. 




=−−
=++

.01
,0

zy
zyx

  

Вказівка: проекцією L′  прямої  L 












=+++
=+++

0
,0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

 на 

площину Q  (Ax +By + Cz + D = 0) є пряма, що знаходиться в перетині пло-
щини Q та площини Р, яка проходить через пряму L перпендикулярно до пло-
щини Q (рис. 12). 
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                                                              L                                                                   
                                       N                S  
 
                                                                     Q                        
                                 L′                                                         
 
 

Рис.12 
За нормальний вектор площини Р візьмемо вектор ,1 NSN ×=  де S  – 

напрямний вектор прямої  L; N  – нормальний вектор площини  Q. 
5. Знайти точку M ′ , яка симетрична точці М (1, 1, 1) відносно прямої             

.
1

1
2

5,1
1

2 −
=

−
+

=
− zyx

 

Відповідь. (1, 0, –1) 
Вказівка: через точку ),,( 000 zyxM  треба провести площину Q перпен-

дикулярно до прямої L (
p

zz
n

yy
m

xx 111 −
=

−
=

−
). Ця площина матиме рівнян-

ня .0)()()( 000 =−+−+− zzCyyBxxA  За нормальний вектор ),,( CBAN  

цієї площини можна прийняти напрямний вектор ),,( pnmS  прямої L. Отже, 
рівняння площини Q буде .0)()()( 000 =−+−+− zzpyynxxm  

Далі знайдемо точку О перетину площини Q з прямою L. Точка О є се-
рединою відрізка .MM ′  

                                                             L   
 
                                        N                S       
 
                                                        O         M ′        
                               Q  М                                            
 
 

Рис.13 

Варіант 4 
1. На осі Oz знайти точку, яка однаково віддалена від точки М (1,–2,0) і 

площини  3x – 2y + 6z – 9 = 0. 

                                                           Відповідь. (0,0,–2), .
13
46,0,0 






 −  
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2. Скласти рівняння площини, яка проходить через точки )3,1,2(1 −M  і     
)2,1,3(2M  паралельно вектору ).4,1,3( −a  

Відповідь. x – y – z = 0. 

3. Знайти тупий кут між прямими  







+−=
=

−=

  tz 
, y

, tx

3
0

23
  і  








. − = 
 ,=

 ,−=

3
0

12

tz
y

tx
 

   Відповідь.  .135   
4. Скласти рівняння площини, яка проходить через точку М (1,2,–1) та 

пряму .
2

1
5

3
1
5 −

=
+

=
−
− zyx

 

Відповідь. 4x + 2y – 3z – 11 = 0. 
5. Знайти точку M ′ , яка симетрична точці М (2,–1,1) відносно площини  
x – y + 2z – 2 = 0. 

Відповідь. (1, 0, –1). 
Вказівка: через точку М треба провести пряму перпендикулярно до даної 

площини Q (рис.14). 
 

                                                                              
 
                                                                               
                                                          
                             M              Q     O                         M ′  
 

Рис.14 

За напрямний вектор прямої MM ′можна прийняти нормальний вектор 
площини Q. 

 
Варіант 5 

1. На осі Ox знайти точку, яка знаходиться на однаковій відстані від 
площин 12x – 16y + 15z + 1 = 0  та  2x + 2y – z – 1 = 0. 

Відповідь. (2, 0, 0), .0,0,
43
11







   

2. Скласти рівняння площини, яка проходить через три точки             
).2,0,2(),1,1,4(),2,1,3( 321 MMM −−−             

Відповідь.  3x + 3y + z – 8 = 0. 
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3. Знайти гострий кут між прямими: 
21

2
1

3 zyx
=

−
+

=
−

 та 

.
2
5

1
3

1
2 +

=
−

=
+ zyx

 

Відповідь. .60  

4. Знайти рівняння площини, яка пройде через пряму  
2
6

3
2

1 −
+

=
−

=
zyx

 

паралельно прямій  .
1
2

1
3

2
1

−
+

=
−

=
+ zyx

 

Відповідь.  x + 3y + 5z + 24 = 0. 
5. Знайти найкоротшу відстань між двома прямими 

2
3

4
4

3
7

−
+

=
+

=
+ zyx

  та  .
1
2

4
5

6
21

−
−

=
−
+

=
− zyx

 

Відповідь. 13. 
Вказівка: найкоротшою відстанню між двома прямими буде відстань від 

будь-якої точки, яка взята на одній прямій до площини, що проведена через 
другу пряму паралельно першій. 
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